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Kraftverteilung am Speichenrad

Von Dr.-Ing. K. Wiedemer, Siegen/West{.

Die Verteilung der Nabenkraft auf die einzelnen Speichen eines Rades wird theoretisch untersucht. Die Speichenkrifte
werden als Streckenlast auf den Radkranz aufgebracht; der Radkranz selbst wird wie ein Biegetriger auf elastischer Unter-
lage behandelt. Uber die Gleichung der elastischen Linie findet man die Verformung des Radkranzes, daraus die Verlingerung

der Speichen und schlieBlich die Speichenkrifte selbst.

Einleitung

Ein Rad mit radialen Speichen und biegeelastischem
Radkranz soll durch eine an der Nabe angreifende Last P
und durch die am Radkranz angreifende Reaktionskraft
beansprucht werden (Bild 1). Durch diese Belastung wer-
den die Krifte in den unter gleichmaBiger Vorspannung
stehenden Speichen vergréBert bzw. verkleinert. Die auf-
tretenden Kraftinderungen (Druckkrifte) diirfen nicht
groBer sein als die Vorspannung, so da als Restkraft in
jedem Fall noch eine Zugkraft in den Speichen vorhan-
den ist. Bei einer Festigkeitsberechnung des Speichen-
rades (Speichenquerschnitt und Widerstandsmoment des
Radkranzquerschnittes) miissen zunichst die Speichen-
krifte, die mit der Nabenbelastung im Gleichgewicht stehen,
ermittelt werden. Wegen der gleichmé@igen Vorspannung
der Speichen kann man sich dabei ganz auf die Berechnung
der durch die Belastung verursachten Kraftinderungen be-
schranken. Die Kraftinderung in den Speichen, die im
folgenden kurz als Speichenkraft bezeichnet wird, ist die
Hauptaufgabe der vorliegenden Untersuchung.

Bezeichnungen
P Radbelastung kp
S Speichenkraft kp
F Speichenquerschnitt cm?
! Speichenldnge cm
v Radius des Radkranzes cm
y  Durchbiegung des Radkranzes cm
J Trigheitsmoment des Radkranzes cm?*
n  Speichenzahl
¢ Winkelkoordinate
k  Bettungsziffer kp/cm?
E Elastizitdtsmodul kp/cm?
Q Querkraft kp
N Normalkraft kp
M Biegemoment kp cm

Das Speichenrad als statisch unbestimmtes System

Wird die Nabe von nur zwei, nicht in Richtung von P
liegenden Speichen gehalten, so sind diese beiden Speichen-
krifte statisch bestimmt. Mit jeder weiteren Speiche ist die
Bestimmung einer statisch unbestimmten Kraft erforderlich.
Bei n Speichen sind daher n — 2 statisch unbestimmte
Krifte festzustellen. Dariiber hinaus ist der biegeelastische
Radkranz als in sich geschlossener Rahmen 3fach statisch
unbestimmt (Biegemoment, Querkraft, Normalkraft). Das
Speichenrad ist demnach ein (# + 1)-fach statisch unbe-
stimmtes System; die Bestimmung der Speichenkrifte er-
fordert somit die Losung eines linearen Gleichungssystems
mit (# 4 3) Unbekannten. Die Berechnung der Speichen-
krifte verlangt daher bei den iiblichen Radern mit 36 oder
gar 42 Speichen einen groBen Rechenaufwand. Die vor-
liegende Arbeit zeigt einen Weg, der wesentlich einfacher
zu einer geniigend genauen Bestimmung der Speichen-
krafte fiihrt.

Der Balken auf nachgiebiger Unterlage

Bei den spiteren Ausfiihrungen soll von der in vielen
Fillen mit gutem Erfolg angewendeten Winklerschen
Hypothese! 2 Gebrauch gemacht werden. Beim geraden
Balken aufnachgiebiger Unter-
lage wird nach dieser Theorie
angenommen, daf die Last-
intensitit ¢ kp/cm proportio-
nal zu der Durchbiegung bzw.
Eindriickung des Balkens in

1 Szabé, I.: Einfithrung in
die Techn. Mechanik. 5. Aufl. Y
Berlin/Gottingen/Heidelberg:
Springer 1961.

2Sonntag, R.: Uber ein neu-
zeitliches Festigkeitsproblem des a
Elektro-GroBmaschinenbaues. P
ETZ 1952, S. 406. Bild 1. Speichenrad.
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seine elastische Unterlage ist. Es gilt daher die Gleichung

g =*Fk-ykp/cm.

q ist die Pressung zwischen Balken und elastischer Bettung.
k kp/cm? ist die Bettungsziffer; sie ist nur von den elasti-
schen Eigenschaften des Bettungsmaterials abhangig. Mit
dieser Beziehung und mit der Differentialgleichung der
elastischen Linie erhdlt man die bekannte Differential-
gleichung fiir den geraden Balken auf nachgiebiger Unter-
lage:

E.-J. w:—]iwykp/cm.

Der Balken auf nachgiebiger Unterlage
und das Speichenrad

Die Analogie zwischen dem Problem des Balkens auf
nachgiebiger Unterlage und dem Speichenrad ist leicht
einzusehen, wenn man eine kleine Formanderung des Rad-
kranzes betrachtet (Bild 2). Bei einer radialen Durchbie-
gung des Radkranzes werden die Speichen gegeniiber dem
Vorspannungszustand verkiirzt bzw. gestreckt; es treten
in ihnen Druck- bzw. Zugkrifte auf, die proportional zu der
genannten Durchbiegung sind. Ist die Speichenzahl % des
Rades sehr groB, so ist es sicher zuldssig, daBl man die
Kraft einer Speiche gleichmiBig auf den Bereich einer
Speichenteilung ¢ verteilt. Damit ist auch schon die Vor-
schrift zur Berechnung der Bettungsziffer gegeben.

Zusammenfassend kann man sagen, daB die Spei-
chenkrifte kontinuierlich iiber den Radkranz verteilt wer-
den und daB die so entstehende Lastverteilung ¢ propor-
tional zu der 6rtlichen Durchbiegung gemacht wird. Damit
ist die gestellte Aufgabe auf die Losung des Problems des
kreisféormig gekriimmten, in sich geschlossenen Balkens
auf nachgiebiger Unterlage zuriickgefiihrt.

Durchfithrung der Rechnung

Wird eine Speiche um die mit der ortlichen radialen
Durchbiegung des Balkens identische Strecke y verkiirzt,
so entsteht in ihr eine Druckkraft

E-F
S=—7—-y kp. (1)

Diese Druckkraft S wird auf die Lange einer Teilung

27 a
n

t =

cm (2)

verteilt. Man erhilt als Reaktionskraft der Speichen auf
den Radkranz die Belastungsverteilung

— S E-F-n
1="7 Tl 2.m.q Y kplem. (3)
Die GroBle
E-F-n
k= kpjem? (4)

ist die Bettungsziffer. Mit ihr kann Gl. (3) umgeschrieben
werden zu:

g="Fk-y kp/cm . (5)
Nun soll das Gleichgewicht an einem kleinen Element des
Radkranzes untersucht werden. Die in Bild 3 eingezeich-

neten Pfeile geben die positive Richtung der Krifte und
Momente an.

a) Momentengleichgewicht:

dM = Q-a-dp kpcm (6)
b) Gleichgewicht der radialen Krifte:
dQ =gq-a-dp + N-dp kp (7)

c) Gleichgewicht der tangentialen Krifte:
Q-dp=—dN kp. (8)

az//ﬂ/eﬁtlra'ﬁ/eyﬂny

{ (positive Richtung)
& Nullinie (y=0)

Bild 2.
am Radkranz.

Bild 3. Krifte an einem Element
des Radkranzes.

Forménderung

Fiir den weiteren Gang der Rechnung wird die Differen-
tialgleichung der elastischen Linie des urspriinglich kreis-
férmig gebogenen, schwachgekriimmten Stabes benotigt?.

d2 a?

In die Differentialgleichung (9) werden die Gln. (6), (7) und
(8) eingefiihrt; man erhilt schlieBlich die lineare, homogene
Differentialgleichung fiinfter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten:

y"+2y111+(1+ j> y=o.

- M(p) cm. (9)

(10)

Der Losungsansatz y = ¢’ fithrt zu der charakteristischen
Gleichung

.l
75+2-73+<1+%)-7:o. (11)

Das Abspalten der trivialen Losung 7, = o fiihrt auf eine

biquadratische Gleichung, deren Nullstellen exakt be-
stimmbar sind. Mit den abkiirzenden Bezeichnungen

e = By (R (R S

konnen die folgenden fiinf Nullstellen angegeben werden:

Hn=a+1if

vp=a—1if ]

Vg=—a—1if (12)
ry=—oa+1f

73 =10.

Nach Einsetzen dieser Nullstellen in den LoOsungsansatz
y = ¢’? und nach einigen Umformungen findet man schlieB-
lich die nachstehende Gleichung der elastischen Linie, wo-
bei y = a — v wieder die radiale Durchbiegung des Rad-
kranzes ist:

y =24 -e*?.cos o+ B-e*?-sinflo+

+C.e=%?.cosfo+D-e—*-sinffo+G cm. (13)

Die Randbedingungen

Die in Gl. (13) noch unbekannten Koeffizienten 4, B,
C, D und G miissen jetzt an die Randbedingungen ange-
paBt werden; zu ihrer Bestimmung sind fiinf Randwerte
erforderlich. Diese sollen nun zusammengestellt werden.

a) Aus Symmetriegriinden muf die erste Ableitung der
Gleichung fiir die Biegelinie an den Stellen g = ound ¢ = =
verschwinden (Bild 4).

b) Die Querkraft (in Gl. (6)) muB unmittelbar rechts
und links vom Angriffspunkt der Kraft P die GroBe P[2
haben (s. Bild 5). Entsprechend der in Bild 3 festgesetzten
Vorzeichenregel hat daher die Querkraft an der Stelle
@ = oden Wert Q = — P/2. Bei ¢ = z kann aus Symme-
triegriinden keine Querkraft auftreten.

3 Szabo, I.: Hoéhere Techn. Mechanik (Seite 294).
Gottingen/Heidelberg: Springer 1956.
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P
Bild 5. Radelement am Angriffs-
punkt der Kraft P.
)
p

Bild 4. Gestalt des Radkranzes unter Last.

¢) Die Tangentialkraft N verursacht eine tangentiale
Lingendnderung des Radkranzes, die aber als vernach-
lissigbar klein angesehen werden soll. Diese Annahme
filhrt zu der Bedingung der Lingengleichheit, d.h. der
Radkranz soll vor und nach der Belastung gleich lang sein.
Diese Bedingung wird durch die nachstehende Beziehung

erfa3t:
/dyz
a -+ y)? + —)-d —a-m=o0.
f]/( W (g) W em

d
Der Ausdruck % ist gegeniiber a + y in jedem Fall sehr

klein; es ist daher zulissig, eine Reihenentwicklung der
‘Waurzel nach dem zweiten Glied abzubrechen. Man erhdlt
so die folgende einfache Integralbedingung fiir die Langen-
gleichheit des Radkranzes:

T

Jy-dp=o.

o

Auf Grund dieser Uberlegungen konnen die folgenden

fiinf Randbedingungen angeschrieben werden:

a
p=o = (142)
@ = m: %=o (15a)
P
@ =0 =—? (168.)
p=n Q=o (172)
Jy-dp=o. (18a)

o

Mit den Abkiirzungen sin f # = # und cos f =z = v erhilt
man nach den erforderlichen Zwischenrechnungen das
folgende lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der
Koeffizienten 4, B, C, D und G:

A-a+B-p—C-a+D-p=o0
A-e*m(av—Pu)+ B-e**(au + fv) +
+C-en(—av—fPu) +D-e—%7(—au+ fv)=o0
(15b)

(14D)

A@—3ap+a) +B@E—p+p +

+C(—a®+3apt—a)+D 33—+ p) =0
(16b)
A-e*r(Pv—3a2fu—3af?v+ pPu+ av—pPu)+
+ B-e*7m(aPu + 3a2fv—3afiu—pv+4 au+ ) +
+C.e~*r(—atv—3a?fut+3ap?v+Pu—av—pfu)+
+D-e %7 (—atu+3a?fv+3apiu—pPv—au +
+Bv)=o0 (17b)

Frpidlly + Bu) > —a] + B [wu—Fo) *n 4 f] +

+Cl(—av+pue**+a] +D[(—au—pv)e—*74
+ B} +Ga=o. (18b)
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Bild 7. Momentenverlauf
im Radkranz.

SpeichenkraftS  Qurchbiegung y
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Bild 6. Elastische Linie und Speichenkrifte.

Beispiel

Ein Beispiel soll die durchgefiihrte Rechnung erweitern
und veranschaulichen. Es wird ein Speichenrad mit nach-
stehenden Abmessungen angenommen:

Radius des Radkranzes a = 35cm
Speichenldnge (Nabenradius

gleich Null angenommen) ! =35cm
Speichenquerschnitt F = 0,01 dm?
Trigheitsmoment des Radkranzes J = o,4 cm?
Speichenzahl n = 42
Elastizitatsmodul E = 2,1 - 10% kp/cm?
Radbelastung P = 100 kp.

Die entsprechenden Rechenoperationen ergeben folgende
Werte:

Bettungsziffer 2 = 114 kp/cm?;
« = 2,58; f = 2,76.

Die Losung des Gleichungssystems liefert fiir die fiinf
Koeffizienten folgende Werte:

A und B sind vernachldssigbar klein (< 3,7 - 1079)
C = 0,0348 cm; D = 0,0325cm; G = — 0,0040 cm.

Die Gleichung der elastischen Linie hat damit die Form:
Y = 0,0348 - e~ 2589 - cos (2,76 @) + 0,0325 - e 3P X
X sin (2,76 ¢) — 0,004 cm .

Sie gilt im Bereich o < ¢ < # und ist zu ¢ = o symme-
trisch. Die Speichenkrifte werden nach Gl. (1) berechnet.
E.F

§=—==

i y=—600-y kp.

Bild 6 zeigt sowohl den Verlauf der elastischen Linie
als auch die zugehorigen Speichenkrifte.

Wie schon in der Einleitung gesagt wurde, muf3 den hier
dargestellten Speichenkriften noch eine fiir alle Speichen
gleich groBe Vorspannungskraft iiberlagert werden.

Bild 7 zeigt den Verlauf des im Radkranz auftretenden
Biegemomentes.

Als Ergebnis kann festgestellt werden, daf8 bei Beriick-
sichtigung der Vorspannung die unter ca.60° stehende
Speiche der hochsten Zugkraft ausgesetzt ist. Das grof3te
Biegemoment im Radkranz tritt an der Unterstiitzungs-
stelle bei ¢ = o auf.






